Denkfallen vermeiden (2) — Am Beispiel des Geschwisterproblems

STEFAN BARTZ, MECKEL

Zusammenfassung: Anhand von konkreten Aufgaben
werden typische Denkfallen der Stochastik vorge-
stellt und Hilfen angeboten, wie sich diese vermeiden
lassen. Im vorliegenden Artikel geht es um typische
Fehlerquellen bei abhdngigen Ereignissen.

1 Das Geschwisterproblem

Sie wissen, dass Thr Kollege 2 Kinder hat. Zufillig
treffen Sie ihn in der Stadt und er hat eine Tochter
dabei. Wie wahrscheinlich ist es, dass das andere
Kind auch eine Tochter ist? (Motzer 2008)

Wir betrachten im Folgenden also nur Viter, die in
Begleitung eines Kindes sind und genau 2 Kinder
haben. Uns interessiert die bedingte Wahrscheinlich-
keit, dass das andere Kind eine Tochter ist, falls der
Vater eine Tochter dabei hat, kurz P, , (aKiT) mit
aKiT fir ,,anderes Kind ist Tochter*.

Argumentation1 (P,

(aKiT) =1/2 |

Da das Geschlecht der gesehenen Tochter keinen Ein-
fluss auf das Geschlecht des anderen Kindes hat, sind
beide Ereignisse (7-dabei und aKiT) voneinander un-
abhingig. Und da Jungen- und Midchengeburten un-
gefahr gleichwahrscheinlich sind, gilt: P, (aKiT)
= P(aKiT) = 0,5.

Argumentation 2
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e Beide Argumentationen sind fehlerhaft. Wo ge-
nau liegen die Denkfehler?

Nach der ,,gesehenen* Tochter
gibt es nur noch 3 mogliche Fal-
le: (T-T), (T-S), (S-T); sie sind
mit 25 % alle gleichwahrschein-
lich. Uns interessiert von diesen
3 moglichen Féllen nur der (T-
T)-Fall. Dessen Wahrscheinlich-
keit muss somit 1/3 betragen:

e Wie kann man Schiilern helfen, solche Aufga-
ben so zu 18sen, dass sie nicht in derartige Denk-
fallen tappen?

2 Denkfehler
Leichtfertig unterstellte Unabhangigkeit

Vertreter von Argumentation 1 kennen vermutlich
Aufgaben vom Typ ,,Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-

keit, dass das 6. Kind einer Familie mit 5 Tochtern
wieder eine Tochter wird? und tibertragen diese Lo-
sung falschlicherweise auf das vorliegende Problem.
Dort beeinflussen die bereits vorhandenen 5 Téchter
nicht die Wahrscheinlichkeit fiir die 6. Tochter — die
Ereignisse sind offensichtlich voneinander unabhén-
gig. Hier ist es jedoch anders. Dadurch, dass der Vater
ein Kind nach gewissen Kriterien zum Spaziergang
auswahlt, konnte die Kenntnis des Auswahlergebnis-
ses (T-dabei) zusitzliche Informationen liefern und
die Wahrscheinlichkeit fiir aKiT durchaus beeinflus-
sen. Bei solchen Aufgabenkonstellationen darf man
Unabhingigkeit nur dann behaupten, wenn man sie
auch korrekt nachweist. Das geschieht jedoch nicht
und somit ist es reine Gliickssache, dass bei dieser
Aufgabe tatsdchlich Unabhéngigkeit vorliegt und die
Gleichung aus Argumentation 1 angewendet werden
darf. Und es verwundert nicht, dass Argumentation 1
bei den Problemvarianten ,, Treffpunkt Modenshow*,
,Die unbekannte Tochter” und ,,Kastchenproblem
(s. u.) sofort zu falschen Resultaten fiihrt.

Leichtfertiges Draufloszahlen

Schiiler kennen am besten die Laplace-Wahrscheinlich-
keit (Anzahl der interessierenden durch Anzahl aller
moglichen Ausginge). Folglich versuchen sie — manch-
mal krampfhaft — interessierende und mogliche Fille
zu identifizieren und abzuzdhlen. Dass diese , Falle
gleichwahrscheinlich sein miissen und alle bedingen-
den Vorereignisse mit einbezogen werden miissen, wird
bei komplexen Situationen leicht ibersehen. So sind die
Falle (T-T), (T-S), (S-T) zwar fiir sich genommen mit je
25 % gleichwahrscheinlich. Nicht jedoch, wenn man
das abhingige Vorereignis T-dabei mit einbezieht.

Der gleiche Fehler wird beim Ziegenproblem ge-
macht: Natiirlich gibt es nach der Hilfe des Mode-
rators nur noch 2 Tore, von denen eines das interes-
sierende Auto enthdlt. Trotzdem ist die Wahrschein-
lichkeit, das Autotor zu treffen, nicht Y. Dies wiirde
nur gelten, wenn keine zusétzlichen Informationen
vorhanden wéren (Indifferenzprinzip). Der Kandidat
hat jedoch zusétzliche Informationen erhalten.

Das (leichtfertige) Abzéhlen von Ausgidngen wird
auch deshalb so haufig verwendet, weil oft keine an-
dere Losungsstrategie bekannt ist.

Interessierendes Ereignis verfehlt

In Argumentation 2 wird das interessierende Ereignis
nicht exakt getroffen. Dort hat man sich auf alle spa-
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zierengehenden 2-Kind-Viter bezogen, die mindes-
tens eine Tochter haben, und nicht auf all diejenigen,
die eine Tochter dabei haben. 25 % aller spazieren-
gehenden, von einem Kind begleiteten, 2-Kind-Va-
ter sind 27-Viter und 50 % sind 17-Viter. Jedoch
haben von diesen 50 % der [7-Viter nur die Half-
te ihre Tochter dabei, die anderen gehen mit ihrem
Sohn spazieren. Bei den 27-Vitern haben alle ihre
Tochter dabei. Insgesamt trifft man also mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf tochterbegleitete 27-Viter
und tochterbegleitete /7-Viter. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit P, (aKiT) muss folglich 2 betra-
gen. In Argumentation 2 wurde somit falschlicher-
weise P . (aKiT) statt P, . (aKiT) bestimmt (s. u.
,,Die unkonkrete Tochter®).

3 Empfohlener Losungsweg

Die oben besprochenen, typischen Denkfallen lassen
sich durch folgendes Vorgehen vermeiden.

1) Formuliere das interessierendes Ereignis exakt

Zunéchst sollte immer das interessierende Ereignis,
moglichst exakt und entsprechend des Aufgabentex-
tes, formuliert werden:

E: anderes Kind ist Tochter, falls ein von einem
Kind begleiteter 2-Kind-Vater eine Tochter da-
bei hat.

Erst danach sollte man knappere Formulierungen
bzw. Abkiirzungen einfiihren:

E: aKiT falls T-dabei
2) Lasse das interessierendes Ereignis anhand eines

Baumpfades schrittweise ,.passieren‘

Hier ist es wichtig, dass genau das oben formulierte
Ereignis anhand eines Baumpfades entsteht:

3) Vervollstindige den Baum

P(E)=2

4) Ermittle die Astwahrscheinlichkeiten

Da man keine stochastische Unabhéngigkeit voraus-
setzen darf, konnen zunichst keine Astwahrschein-
lichkeiten gefunden werden. Umkehrung oder Erwei-
terung (Fallunterscheidung) des Baums fiihren dann
in der Regel zum Ziel:

Jetzt sind alle Astwahrscheinlichkeiten bekannt,
wenn man davon ausgeht, dass die 1T-Viter, wenn
sie ein Kind in die Stadt mitnehmen, gleichhiufig
Sohn und Tochter wihlen. (Die Anwendung des In-
differenzprinzips ist hier erlaubt, da keine weiteren
Informationen diesbeziiglich vorliegen.)

5) Berechne die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1dsst sich nun mit
Hilfe des Satzes von Bayes bestimmen:

P(T-dabei N aKiT)

PE)=P P(T-dabei)

(aKiT) =
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Hélt man sich an diesen Losungsweg, kdnnen kaum
Unsicherheiten bzw. Fehler entstehen. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit, dass das andere Kind ebenfalls
eine Tochter ist, betrdgt 50 %.!

4 Problemvarianten zum Uben

Treffpunkt Modenshow

Wie ist die Aufgabe zu 16sen, wenn Sie den Kolle-
gen mit der Tochter nicht in der Stadt sondern bei
einer Modenshow treffen?

Daman davon ausgehen kann, dass Middchen deutlich
starker an Modenshows interessiert sind als Jungs,
darf beim obigen Baum in der mittleren Zeile nicht
mehr das Indifferenzprinzip angewendet werden, es
sind ja nun zusitzliche Informationen vorhanden.
Die Astwahrscheinlichkeit von 7-dabei muss von 0,5
auf nahezu 1 erhoht werden. Die Wahrscheinlichkeit
fiir eine weitere Tochter sinkt damit auf 1/3 ab.?

Die unkonkrete Tochter

Manchmal ist nur bekannt, dass mindestens eines der
Kinder eine Tochter ist:

Sie wissen, dass Ihr Kollege 2 Kinder hat und dass
eines davon eine Tochter ist. Wie wahrscheinlich
ist es, dass das andere Kind auch eine Tochter ist?
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E: das anderes Kind ist auch eine Tochter, falls
mindestens ein Kind eine Tochter ist
E: aKiT, falls eKiT

Erweiterter Baum:

P(E) =P, (aKiT) = {
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Wire dagegen das Geschlecht eines konkreten Kin-
des bekannt gewesen, z. B. des idlteren, wire die Ast-
wahrscheinlichkeit im mittleren Pfad auf 4 gesun-
ken, was wieder zu P, (aKiT) = V> gefiihrt hitte.

Kastchenproblem

Ein Késtchen hat 3 Schubficher, in denen 2 Gold-, 2
Silber- bzw. 1 Gold- und 1 Silbermiinze enthalten sind.
Jedes Schubfach lésst sich nur soweit aufschieben, dass
nur die vorderste der beiden enthaltenen Miinzen er-
kennbar ist. Ich 6ffne zufillig ein Schubfach und sehe
eine Goldmiinze. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,

dass die andere Miinze auch eine Goldmiinze ist?

Das (Bertrand’sche) Kistchenproblem stimmt mit
dem Geschwisterproblem tiberein:

E: andere Miinze ist auch Goldmiinze (aMiG), falls
ich eine Goldmiinze sehe (sG)
E: aMiG, falls sG

Erweiterter Baum:

)

P(E) =P, ,(aMiG) = 1
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5 Fazit

Schiiler sollten eindringlich davor gewarnt werden,
leichtfertig Unabhéngigkeit anzunehmen (Argumen-
tation 1) oder leichtfertig irgendwelche Fille ab-
zuzdhlen (Argumentation 2). Wesentlich besser ist
es, bei allen Wahrscheinlichkeitsproblemen zuerst
einmal das interessierende Ereignis exakt zu formu-
lieren. Danach sollte dieses Ereignis anhand eines
Baumpfades in einzelne Schritte zerlegt werden. Die-
ses Vorgehen hat viele Vorteile:

e Das interessierende Ereignis kann so kaum aus
den Augen verloren und verfehlt werden. Es
wird sichergestellt, dass alle Informationen mit
einbezogen werden.

e Man sicht beim Eintragen der Astwahrschein-
lichkeiten genau, auf welche Vorereignisse sich
diese beziehen, und kann Abhédngigkeiten besser
erkennen und nachweisen.

e Man erhélt durch das Baumdiagramm einen kla-
ren Uberblick iiber das gesamte Problem. Kom-
plexe Zusammenhinge konnen besser erfasst
und einzelne Ausgénge weniger schnell iiberse-
hen werden.

e Man hat weniger Schwierigkeiten festzustellen,
ob Reihenfolgeaspekte beachtet werden miis-
sen.

e Man erkennt am Diagramm direkt, ob die Bino-
mial- oder die hypergeometrische Verteilung zu
Hilfe gezogen werden kann (Bartz 2008).

e Auch Probleme, bei denen kombinatorische
Hilfsmittel oder Markov-Ketten bendtigt wer-
den, lassen sich liber diesen Ansatz gut identifi-
zieren und meistern (Bartz 2009).

Wahrscheinlichkeitsprobleme anhand von Baumdia-
grammen zu l6sen, ist nicht immer der eleganteste,
meist jedoch der sicherste Weg.

Anmerkungen

1 Anhand des Baumdiagramms lédsst sich auch die in
Argumentation 1 leichtfertig behauptete Unabhéngig-
keit korrekt nachweisen: 0,25 = P(T-dabei N aKiT)
= P(T-dabei) - P(aKiT) = 0,5 - 0,5. Dagegen sind die
Ereignisse T-dabei und 2T voneinander abhéngig.

2 Dies gilt allerdings nur, wenn 2T-Viter und 1T-Viter
ungeféhr gleich hdufig Modenshows in Begleitung ei-
nes Kindes besuchen.
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